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$ju�A�|�NA 4<14� Ohw i = G$ U dqg ohw f 5 G1 Zh vd| wkdw i lv frqwlqxrxv dw f li iru hyhu| % A 3 wkhuh
h{lvwv d � A 3 vxfk wkdw

{ 5 G
dqg

m{� fm ? �

<@
> , mi+{, � i+f,m ? %

Li i lv frqwlqxrxv dw hdfk srlqw ri d vxevhw V ri G/ wkhq i lv vdlg wr eh frqwlqxrxv rq V1 Li i lv frqwlqxrxv
dw hdfk srlqw ri lwv grpdlq G/ wkhq i lv vdlg wr eh d frqwlqxrxv ixqfwlrq1

-j6Bi" 4<15� Qrwh wkdw wkh srlqw f qhhg qrw eh dq dfffxpxodwlrq srlqw1 Dqg vr frqwlqxlw| ri i dw f lv
qrw txlwh wkh vdph dv vd|lqj

olp
{$f

i+{, @ i+f,

+vlpso| ehfdxvh wkh gh�qlwlrq ri wkh ohiw kdqg vlgh uhtxluhv wkdw f eh dq dffxpxodwlrq srlqw,1 Rq wkh rwkhu
kdqg/ li f 5 G exw f lv qrw dq dffxpxodwlrq srlqw ri G/ wkhq d ixqfwlrq i = G$ U zloo dozd|v eh frqwlqxrxv
dw f1 Ehfdxvh lq wklv fdvh/ f zloo eh dq lvrodwhg srlqw ri G dqg vr lw zloo dozd|v eh srvvleoh wr �qg d � A 3
vxfk wkdw

{ 5 G
dqg

m{� fm ? �

<
@
> , { @ f , mi+{,� i+f,m @ 3

C�jNij6 4<16� Ohw i = G$ U dqg ohw f 5 G1 Wkhq wkh iroorzlqj frqglwlrqv duh htxlydohqw1

+d, i lv frqwlqxrxv dw f1
+e, Li +{q, lv d vhtxhqfh lq G frqyhujlqj wr f/ wkhq olpq$4 i +{q, @ i+f,1
+f, Iru hyhu| qhljkerukrrg Y ri i+f, wkhuh h{lvwv d qhljkerukrrg X ri f vxfk wkdw i +X _G, � Y 1

Ixuwkhupruh/ li f lv dq dffxpxodwlrq srlqw ri G/ wkhq wkh deryh duh htxlydohqw wr

+g, i kdv d olplw dw f dqg olp{$f @ i+f,1

Surri1

� Iluvw vxssrvh wkdw f lv dq lvrodwhg srlqw ri G1 Lq wkh uhpdun wkdw iroorzhg wkh gh�qlwlrq ri d
frqwlqxrxv ixqfwlrq zh vkrxog wkdw d ixqfwlrq lv dozd|v frqwlqxrxv dw lvrodwhg srlqwv zlwklq lwv
grpdlq1 Vr li f lv dq lvrodwhg srlqw ri G/ +d, lv dozd|v wuxh1 Zh qrz vkrz wkdw +f, lv dovr dozd|v
wuxh lq wklv fdvh1 Iru li f lv dq lvrodwhg srlqw ri G/ wkhq wkhuh h{lvwv d qhljkerukrrg X @ Q +f> �, ri
f vxfk wkdw

X _G @ ifj

Exw wkhq

i +X _G, @ i +ifj, @ ii+f,j
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zklfk fhuwdlqlo| olhv zlwklq dq| qhljkerukrrg ri i+f,1 Wr vhh wkdw +e, pxvw dovr eh wuxh zkhq f lv
dq lvrodwhg srlqw/ ohw +{q, eh d vhtxhqfh lq G frqyhujlqj wr f1 Wkhq wkhuh h{lvwv dq Q vxfk wkdw

q A Q , m{
q
� fm ? � , {

q
5 X _G

, { @ f

, i+{q,� i +f, @ 3

, mi +{q,� i+f,m ? % iru doo q

iru dq| % A 31 Vr wkhq olp
q$4

i +{
q
, @ i+f,1

� Qrz dvvxph f lv dq dffxpxodwlrq srlqw ri G1 Wkhq +d, +, +g, lv wkh gh�qlwlrq ri frqwlqxlw| dw f/
+g, +, +f, lv Wkhruhp 5315/ dqg +g, +, +e, lv hvvhqwldoo| Wkhruhp 531;=

C�jNij6 4<17� Ohw i = G $ U dqg ohw f 5 G1 Wkhq i lv glvfrqwlqxrxv dw f li dqg rqo| li wkhuh h{lvwv d
vhtxhqfh +{q, lq G vxfk wkdw +{q, frqyhujhv wr f exw wkh vhtxhqfh +i +{q,, grhv qrw frqyhujh wr i +f,1

C�jNij6 4<18� Ohw i dqg j eh ixqfwlrqv iurp G wr U dqg ohw f 5 G1 Vxssrvh wkdw i dqg j duh frqwlqxrxv
dw f1 Wkhq

41 +i . j, lv frqwlqxrxv dw f1
51 +ij, lv frqwlqxrxv dw f1
61 +i@j, lv frqwlqrxv dw f surylghg wkdw j+f, 9@ 31

C�jNij6 4<19� Ohw i = G $ U dqg j = H $ U eh ixqfwlrqv vxfk wkdw i+G, � H1 Li i lv frqwlqrxv dw d
srlqw f 5 G dqg j lv frqwlqrxv dw wkh srlqw i+f,/ wkhq wkh frpsrvhg ixqfwlrq j � i = G $ U lv frqwlqxrxv
dw f1

Surri1 +Krphzrun sureohp,1


